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13 Sur une classe de groupoides riemanniens∗
Paul Popescu
Departement de mathematiques, Universite´ de Craiova,
13, A.I.Cuza street, Craiova, 1300, Romania
Re´sume´
Dans ce travail on montre qu’il existe un groupoide riemannien dont
les orbites sont les adhe´rences des feuilles d’un feuilletage riemannien
re´gulier sur une varie´te´ compacte. Ce groupoide est e´quivalent (au
sens ge´ne´ralise´ de Haefliger) avec un groupoide transformationel sur la
varie´te´ basique.
1 Introduction
Nous allons utiliser les sources suivantes pour les de´finitions, les re´sultats
fondamentaux et les notations de base: [6] pour les Feuiletages Riemanniens,
[1] pour les Groupoides de Lie, [4] pour l’e´quivalence des Groupoides et [2]
pour les Groupoides Riemanniens.
Soit (M,F) un feuilletage riemannien (re´gulier et de codimension q )
sur une varie´te´ compacte M et (B1T ,F
1
T ) le feuilletage e´leve´ dans le fibre´
principal des repe`res transverses. Ce dernier a l’adhe´rence re´gulie`re, donc le
feuilletage (B1T ,F
1
T ) est re´gulier . Il est aussi simple, de´fini par la fibration
basique p′ :B1T →W
1
T avec la fibre type F
1
T et la base la varie´te´ basique W
1
T
. Il existe une action a` droite
W 1T ×O(q)→W
1
T
Cette action et l’action a` droite de O(q) sur le fibre´ principal B1T commutent
avec la projection basique p′ :B1T →W
1
T et l’espace des orbites de l’action est
home´omorphe avec l’espace des feuilles du feuilletage singulier (M,F ) ([6]).
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Pour ce qui suit on a besoin de certaines me´triques riemanniennes sur
B1T et W
1
T . Pour c¸a on peut e´lever une me´trique adapte´e au feuilletage
riemannien (M,F) au B1T en utilisant son paralle´lisme transvers. Cette
me´trique est e´galement adapte´e aux feuilleteges riemanniens (B1T ,F
1
T ) et
(B1T ,F
1
T ) .Le dernier feuilletage a une holonomie nulle et il induit une
me´trique riemannienne sur W 1T .
Conforme´ment a` [2], un groupoide de Lie Γ
α
−→−→
β
Γ0 est riemannien si
on a des structures riemanniennes sur Γ et Γ0 , tel que, si α et β sont des
submersions riemanniennes et l’inversion du groupoide est une isome´trie. En
utilisant cette de´finition et conforme´ment aux re´sultats de [9] on peut dire
que le groupoide d’holonomie H(F1T ) est un groupoide riemannien se´pare´.
On peut de´finir une action naturelle :
H(F1T )×O(q)→H(F
1
T )
En factorisant cette action on obtient un morphisme des groupoides de Lie
H(F
1
T )
Γ
B1T
M
✻ ✻
✲
✲
✲
✲
α′
α
β′
β
pi p
(1)
Le groupoide Γ
α
−→−→
β
M est compact, se´pare´ et α , β sont des fibrations
avec la fibre type F
1
T .
On peut e´galement introduire par factorisation une me´trique riemanni-
enne sur Γ , qui est aussi un groupoide riemannien. Dans le diagramme (1)
toutes les fle`ches sont des submersions riemanniennes.
Les orbites [1] de Γ sont les adhe´rences des feuilles de (M,F) et on dit
que le feuilletage (M,F) est defini par le groupoide Γ [2] . On a le re´sultat
suivant:
The´ore`me 1 Soit (M,F) un feuilletage riemannien re´gulier sur la varie´te´
compacte M . Alors il existe un groupoide riemannien se´pare´ et compact
Γ
α
−→−→
β
M qui de´finisse le feuilletage des adhe´rences (M,F ) .
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En particulier, si on utilise [2] on retrouve que le feuilletage (M,F) est
un feuilletage riemannien singulier au sens de [6]. Le The´ore`me 1 donne
une re´ponse positive a` quelques proble`mes pose´s en [2] relativement aux
groupoides riemanniens:
- Si (M,F) est un feuilletage transversalement complet son adhe´rence (M,F) est
re´gulier et un feuilletage simple [6] donc un cas particulie`re d’une fi-
bration de Seifert ge´ne´ralise´e ([3]). Mais de [3] un tel feuilletage est
riemannien et avec le The´ore`me 1 on de´duit qu’il existe un groupoide
Riemannien qui le de´finisse.
- Le proble`me de construire un groupoide riemannien qui de´finisse un feuil-
letage riemannien singulier a une solution dans le cas ou´ le feuil-
letage singulier est l’adhe´rence des feuilles d’un feuilletage riemannien
re´gulier.
Dans le cas ge´ne´ral on ne peut pas espe´rer que le groupoide soit com-
pact ou horisontalement comple`t (v. [7]). On peut donner l’interpretation
suivante du groupoide Γ :
The´ore`me 2 Le groupoide transformationel
Γ′ = W 1T ×O(q) −→−→ W
1
T
est riemannien, les fle`ches du diagramme
M
W T1
Γ
Γ′
B1T
✛
✛
✛
✛
✟✟
✟✯
❍❍❍❥ α
α′
β
β′
(2)
sont des submersions riemanniennes et B1T est une e´quivalence des groupoides
Γ et Γ′ ( au sens de [4] ).
On dit alors que B1T est une e´quivalence riemannienne de groupoides.
Le The´ore`me 2 donne une interpre´tation de la me´thode de P.Molino
d’e´tudier les feuilletages riemanniens ([6]) a` partir du fibre´ des repe`res trans-
verses. On peut conside´rer aussi les re´sultats de [4] pour e´tudier les impli-
cations homotopiques de l’e´quivalence e´tablie (par exemple les classes car-
acte´ristiques). Nous allons e´tudier cela dans un autre travail.
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2 Le groupoide transformationel Γ′
Nous allons utiliser dans ce paragraph [4] pour les fibre´s G-principaux et [6]
pour la structure de feuilletages riemanniens. L’action a` droite de O(q) sur
W 1T de´finit le groupoide transformationel
Γ′ = W 1T ×O(q)
α′
−→−→
β′
W 1T
ou´ a′(w, g) = w ·g , b′(w, g) = w , i(w) = (w, e) (le plongement deW 1T dans
Γ′ ) et (w, g) = (w ·g, g). On a (w1, g1) ·(w2, g2) = (w2, g1 ·g2) qui est de´finit
pour w2 = w1 · g1 .
Proposition 1 Relativement aux projections p′ :B1T → W
1
T et p :B
1
T → M
, B1T est un fibre´ Γ
′ -principal au sens de [4].
De´monstration (On utilise les notions et les notations de [4].).
Soit
B1T ×W 1
T
Γ′ = {(z, (g,w)) | p′(z) = w, z ∈ B1T } = {(z, (g, p
′(z)) | z ∈ B1T }.
On peut de´finir une action a` droite de Γ′ sur B1T :
B1T ×W 1
T
Γ′ → B1T
(z, γ′)→ z · γ
def
= z · g
ou` γ′ = (p′(z), g) ∈ Γ′ . ( Ici z · g est donne´ par l’action naturelle de O(q)
sur le fibre´ O(q) - principal. )
On a e´videmment (au cas ou´ les produits sont possibles) :
(z · γ′) · γ′′ = z · (γ′ · γ′′),
z · u = z, (u ∈W 1T ),
p′(z · γ′) = p′(z · g) = p′(z) · g = α′(γ′) , (γ′ = (p′(z), g)).
On peut aise´ment observer que Γ′ ope`re simplement transitivement dans
les fibres de p .
Soit A = (Ui, φi)i∈I un atlas sur M , adapte´ au feuilletage (M,F) , tel
que les se´ctions locales si :U → B
1
T sont feuillete´s. Ces sections donnent les
trivialisations locales sur B1T : h
′
i :p
−1(Ui)→ Ui ×O(q) (v. [6]).
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Soit fi = p
′ ◦ si et Ui ×W 1
T
Γ′ = {(u, (p′(si(u)), g) | u ∈ Ui, g ∈ O(q)}.
En utilisant le diffe´omorphisme naturel
Ui ×O(q)→ Ui ×W 1
T
Γ′
on a un diffe´omorphisme
hi :p
−1(Ui)→ Ui ×W 1
T
Γ′
qui est Γ′-e´quivariant et qui se projette sur l’identite´ de Ui .(Q.e.d.)
3 La structure diffe´rentielle du groupoide Γ
Nous allons utiliser ici le groupoide Γ
α
−→−→
β
M construit dans l’Introduction.
Ce groupoide est obtenu comme il suit :
Soit
H(F
1
T ) = {(z1, z2) | z1, z2 ∈ B
1
T , p
′(z1) = p
′(z2)}
(qui est le produit fibre´ B1T ×W 1
T
B1T ). On a une action a` droite de O(q)
sur H(F
1
T ) :
H(F
1
T )×O(q)→ H(F
1
T ))
((z1, z2), g) → (z1, z2) · g
def
= (z1 · g, z2 · g)
.
Γ est l’espace des orbites de cette action. On note [z1, z2] l’orbite de
(z1, z2) ∈ H(F
1
T ) (qui est de´finie si et seulement si p
′(z1) = p
′(z2)).
L’inclusion I :M → Γ est donne´e par les classes diagonales : si p(z) = x,
alors I(x) = [z, z].
L’inversion est donne´e par [z1, z2]
−1 = [z2, z1] et les projections α et
β sont donne´es par α([z1, z2]) = p(z2) et β([z1, z2]) = p(z1).
Nous avons le re´sultat suivant :
Proposition 2 Le groupoide Γ
α
−→−→
β
M est un groupoide de Lie se´pare´ et
compact. Les projections α et β sont des fibrations locales triviales avec la
fibre type F
1
T .
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De´monstration Soit A un atlas feuille´te´ (conside´re´ de´ja` dans la
de´monstration de la Proposition 1 ). Si x ∈ Ui , alors soit F
1
T,i(x) la fibre
de la fibration basique qui contienne si(x) . Pour chaque i ∈ I , la re´union
Γi =
⋃
x∈Ui
{si(x)} × F
1
T,i(x) ⊆ H(F
1
T )
est une collection comple`te de repre´sentants pour les classes d’e´quivalence
qui constituent β−1(Ui) .( La projection pi
′ restrictione´e a` Γi est injective
.)
Soit, pour chaque i, une trivialisation locale
(p′)−1(Wi)→Wi × F
1
T
adapte´e pour la fibration basique, tel que
fi(Ui) ⊆Wi , fi = p
′ ◦ si .
( Pour cela on diminue Ui , si c’est ne´cessaire. ) On obtient un diffe´omorphisme
Γi → Ui × F
1
T (3)
et une bijection
β−1(Ui)→ Ui × F
1
T (4)
Si (si(x), y) ∈ Γi et (si(x), z) ∈ Γi repre´sentent la meˆme classe, alors
y = z · gij(x) , ou`
si(x) = gij(x) · sj(x) , gij(x) ∈ O(q) .
Les projections β et α ont la forme locale
β(fˆx) = x, α(fˆx) = p(fx) ,
ou´ fx ∈ F
1
T,i(x) et fˆx ∈ Ui × F
1
T est obtenu par le diffe´omorphisme (3).
Il en re´sulte que β :Γ′ →M est une fibration locale triviale (avec la fibre
type F
1
T ) et Γ est une varie´te´ se´pare´e avec une trivialisation locale donne´e
par (4).
Pour le produit du groupoide Γ on peut donner la forme locale, d’ou´
re´sulte sa diffe´rentiabilite´ :
Soit fx ∈ F
1
T,i(x) , fy ∈ F
1
T,i(y), p(fx) = y = p(sj(y)). On re´sulte qu’il
existe g ∈ O(q) tel que fx = sj(y) · g . Soit f
′
x = fy · g ; alors fˆx · fˆy = fˆ
′
x .
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En utilisant la trivialisation (3) pour la forme locale de I on peut con-
stater que I(M) ⊂ Γ est une sous-varie´te´. Nous allons identifier les points
de M avec leurs images par I .
Pour trouver la forme locale de l’inversion du groupoide Γ soit fx ∈
F
1
T,i(x) , y = p(fx) = p(sj(y)). Il re´sulte qu’il existe g ∈ O(q) tel que
fx = sj(y) · g . Soit fy = si(x) · g
−1 ∈ F
1
T,j(y). Alors la forme locale
de l’inverse fait correspondre fˆy a` fˆx d’ou´ il re´sulte que l’inversion est
diffe´rentiable. Elle est aussi un diffe´omorphisme parce qu’elle est bijective
et involutive.
L’inversion transforme α-fibres en β-fibres (et re´ciproquement) et laisse
invariante la sous-varie´te´ M . Il re´sulte que α : Γ → M est aussi une
fibration avec la meˆme fibre type F
1
T . (Q.e.d.)
Si on utilise les constructions faites dans la de´monstration de la Propo-
sition 2, on peut voir qu’il existe une trivialisation locale pour H(F
1
T ) de
telle facon qu’on a le re´sultat suivant :
Proposition 3 pi :H(F
1
T )→ Γ est un fibre´ O(q)-principal.
L’orbite du groupoide Γ
α
−→−→
β
M qui passe par u ∈M est
α(β−1u)) = β(α−1(u))
et l’ensemble des orbites constitue un feuilletage (en ge´ne´ral singulier, de
Stefan) (cf. [1] ).
Proposition 4 Les orbites du groupoide Γ sont les feuilles du feuilletage
(M,F ) .
De´monstration Soit u ∈ M et F la feuille du feuilletage
(M,F ) , u ∈ F . Si z ∈ p−1(u) et F
1
T est la feuille du feuilletage (B
1
T , F
1
T ) qui
contient z , alors la restriction p :F
1
T → F est une fibration principale [6] et
en tenant compte de la de´monstration de la Proposition 2 , il re´sulte (pour
un cerain z) :
α(β−1(u)) = p(F
1
T ) = F
d’ou´ le re´sultat. (Q.e.d.)
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4 L’e´quivalence des groupoides Γ et Γ′
Le but de ce paragraph est de de´montrer le re´sultat suivant:
Proposition 5 B1T est une e´quivalence de Γ sur Γ
′ (au sens de [4]).
La de´monstration de cette proposition sera donne´e par deux lemmes.
Lemme 1 B1T est un morphisme (ge´ne´ralise´) de Γ dans Γ
′ (au sens de [4]).
De´monstration Soit p :B1T → M et p
′ :B1T → W
1
T . Nous avons
de´montre´ (Proposition 1) le fait que B1T est un fibre´ Γ
′-principal et donc
Γ′ ope`re a` droite sur B1T relativement a` p
′.
Pour de´montrer la Lemme, on doit de´finir une action a` gauche de Γ sur
B1T , relativement a` p, tel que les deux actions commutent (cf. [4]).
Soit γ = [z1, z2] ∈ Γ, α(γ) = p(z2) = x, β(γ) = p(z1) = y et z ∈
B1T , p(z) = β(γ) = y , donc il existe g ∈ O(q) tel que z1 = z · g . On de´finit
γ · z = z2 · g . On peut ve´rifier directement les e´galite´s :
γ1 · (γ2 · z) = (γ2 · γ2) · z, γ1, γ2 ∈ Γ, z ∈ B
1
T , α(γ1) = β(γ2), p(z) = α(γ2);
p(γ · z) = β(γ), γ ∈ Γ, z ∈ B1T , , p(z) = α(γ);
u · z = z, u ∈M ⊂ Γ, z ∈ B1T , p(z) = u
et le fait que les deux actions commutent. (Q.e.d.)
Soit (cf. [4]) (B1T )
0 la meˆme varie´te´ B1T munie des meˆmes applications
p et p′ dans M et W 1T mais cette fois Γ et Γ
′ ope´rant a` droite et a` gauche
respectivement en posant
z ◦ γ = γ−1 · z , γ′ ◦ z = z · (γ′)−1.
Lemme 2 (B1T )
0 est un fibre´ Γ-principal sur W 1T de projection p
′ :B1T →
W 1T .
De´monstration On a le produit fibre´ des applications p et γ :
B1T ×M Γ = {(z, γ) ∈ B
1
T × Γ | p(z) = β(γ)}
L’action a` droite de Γ sur (B1T )
0 est :
-Simple : Soit z ◦ γ1 = z ◦ γ2 (γ1 = [z1, z
′
1], γ2 = [z2, z
′
2]) ou [z
′
1, z1] ·
z = [z′2, z2] · z . On a p(z) = p(z
′
1) = p(z
′
2), z
′
1 · g1 = z = z
′
2 · g2 et
z1 · g1 = z2 · g2 (g1, g2 ∈ O(q)) donc γ1 = γ2 .
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-Transitive sur les fibres de p′ : Soit z, z′ ∈ B1T tel que p
′(z) = p′(z′). Si
g = [z′, z], alors z ◦ γ = z′ .
Soit tα :Wα → B
1
T les sections locales de la fibre´ locale triviale p
′ :B1T →
W 1T ( avec la fibre type F
1
T ) donne´es par les trivialisations locales
(p′)−1(Wα) ≃W
1
T × F
1
T
On a
Wα ×M Γ = {(w, γ) ∈Wα × Γ | p(tα(w)) = β(γ)} == (p ◦ tα)
∗(Γ)
ou´ la dernie`re expression repre´sente l’image re´ciproque locale de la fibration
locale triviale Γ
β
→M qui a la meˆme fibre type F
1
T . Pour Wα suffisamment
diminue´, on a un diffe´omorphisme
hα : (p
′)−1(Wα)→Wα ×M Γ
qui se projette sur l’identite´ de Wα. Par un calcul direct on peut constater
aussi la Γ-e´quivariance de hα ( hα(z ◦ γ) = hα(z) ◦ γ , ou´ la dernie`re action
est donne´e par (w, γ1) ◦ γ = (w, γ1 ◦ γ) ).(Q.e.d.)
5 La structure me´trique.
Nous allons utiliser ici une me´trique riemannienne sur B1T donne´e par son
paralle´lisme transvers, determine´ par une connexion me´trique adapte´e au
feilletage (M,F) ( cf [6]). Les re´sultats cuntenus dans les Lemme 3, Propo-
sitions 6, 7 et 8 sont connus, mais il est important de pre´ciser les details
pour construir dans la Proposition 9 la structure me´trique du Γ .
Proposition 6 Soit (M,F) un feuilletage riemannien et g une me´trique
riemannienne sur M adapte´e au feuilletage. Alors il existe une me´trique
riemannienne g sur B1T tel que :
a) La projection p :B1T →M est une submersion riemannienne.
b) Pour a ∈ O(q) la translation Ra est une isome´trie.
c) La me´trique
∼
g est une me´trique adapte´ pour le feuilletage e´leve´ (B1T ,F
1
T )
qui est riemannien.
De´monstration Soit ω :TB1T → o(q) la forme de connexion de la
connexion de Levi Civita associe´ a` la me´trique
∼
g et < , > la me´trique de
Killing associe´ a` l’alge`bre le Lie o(q) . On de´finit :
∼
g (
∼
X,
∼
Y ) = g(p∗
∼
X, p∗
∼
Y )+ < ω(
∼
X), ω(
∼
Y ) >
9
L’affirmation a) de´coule directement de la de´finition .
Pour b) on utilise l’invariance de la me´trique de Killing a` l’adjunction.
Pour c) on peut partir du fait que la forme ω est localement projectable.
La distribution verticale est orthogonale a` la distribution donne´e par les
feuilles de F1T et le produit de deux champs (locals) basiques est une fonction
basique ( pour F1T ).(Q.e.d.)
Cette me´trique sera utilise´e pour induire des me´triques riemanniennes
sur W 1T , H(F
1
T ) et Γ .
Proposition 7 Si
∼
g est une me´trique adapte´ au feuilletage riemannien
(B1T ,F
1
T ) , alors il existe une me´trique riemannienne g
′ sur W 1T , tel que la
submersion p′ :B1T → W
1
T soit riemannienne.
De´monstration Le feuilletage (B1T ,F
1
T ) a l’adhe´rence re´gulie`re
et on peut appliquer Lemme 5.2 ([6], pg. 156). Il re´sulte que le feuilletage
(B1T ,F
1
T ) est riemannien , il a comme me´trique adapte´e la me´trique
∼
g
et sa structure transverse de´pend seulement de la structure transverse du
feuilletage (B1T ,F
1
T ) . On peut projeter donc la me´trique
∼
g sur une me´trique
g′′ sur W 1T de telle fac¸on que la submersion p
′ soit riemannienne. (Q.e.d.)
Dans ce qui suit, nous allons conside´rer la me´trique
∼
g sur B1T donne´e
par la Proposition 6 .
Proposition 8 Le goupoide transformationnel
Γ′ = W 1T ×O(q)
α′
−→−→
β′
W 1T
est riemannien.
De´monstration On peut de´finir sur Γ′ la me´trique produit de
la me´trique g′ sur W 1T (donne´e par la Proposition 7) avec la me´trique de
Killing sur O(q) . En tenant compte des expressions qui donnent les pro-
jections α′, β′ et l’inversion du groupoide Γ′ , il re´sulte que β′ est une
submersion riemannienne; pour de´montrer que α′ est aussi une submersion
riemannienne et l’inversion est une isome´trie, il est suffisant de de´montrer
que l’action de O(q) sur W 1T est faite par des isome´tries. La conclusion de
la Proposition re´sulte donc du Lemme suivante :
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Lemme 3 Soit g ∈ O(q), z ∈ B1T , V un champ vectoriel feuille´te´ pour
(B1T ,F
1
T ) , orthogonal sur les feuilles et
∼
V le champ vectoriel proje´te´ de V
(sur W 1T ).Alors Rg∗(V ) est orthogonal sur les feuilles et
||Rg∗(v)z·g||B1
T
= ||Vz||B1
T
;
||Rg∗(
∼
V )p′(z·g)||W 1
T
= ||
∼
V p′(z) ||W 1
T
.
De´monstration rg∗ est une application feuille´te´ pour (B
1
T ,F
1
T ) ([6]).
Il re´sulte de la Proposition 6 qu’elle est aussi une isome´trie, donc la premie`re
relation est de´montre´e.
De la Proposition 7 il re´sulte que p′ est une submersion riemannienne.
Les vecteurs Rg∗(v)z·g et Vz sont orthogonaux sur les fibres de p
′ et ils se
projettent par p′ sur les vecteurs Rg∗(
∼
V )p′(z·g) et
∼
V p′(z) respectivement,
d’ou´ le re´sultat.(Q.e.d.)
Le re´sultat suivant va pre´ciser la structure me´trique de Γ :
Proposition 9 pi :H(F
1
T ) → Γ est un morphisme de groupoides de Lie.
Il existe sur Γ une me´trique riemannienne tel que pi soit une submersion
riemannienne et le groupoide Γ
α
−→−→
β
M soit riemannien.
De´monstration Le feuilletage (B1T ,F
1
T ) est simple et a donc une
holonomie nulle ([6]). Son groupoide d’holonomie
H(F
1
T )
p1
−→−→
p2
B1T
est se´pare´ , il est un groupoide riemannien au sens de [2] et sa me´trique est
donne´e par
||V ||zH = ||p1∗(V )||
z1
B1
T
+ ||p2∗(V )||
z1
B1
T
− ||(p′ ◦ p)∗(V )||
z1
B1
T
(cf. [9]).
Les actions a` droite de O(q) sur H(F
1
T ) et B
1
T commutent avec p1 et
p2 . En tenant compte que les
actions a` droite de O(q) sur B1T et W
1
T sont des isome´tries , il re´sulte
que l’action a` droite de O(q) sur H(F
1
T ) est aussi faite par des isome´tries.
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On peut de´finir donc une me´trique sur Γ tel que pi soit une submersion
riemannienne.
Les diagrammes suivants sont commutatives :
B1T
H(F
1
T )
M
Γ
❄ ❄
✲
✲
p
pi
p1 α
B1T
H(F
1
T )
M
Γ
❄ ❄
✲
✲
p
pi
p2 β
Γ
H(F
1
T )
Γ
H(F
1
T )
❄ ❄
✲
✲
∗−1
∗−1
pi pi
Γ× Γ
H(F
1
T )×H(F
1
T )
Γ
H(F
1
T )
❄ ❄
✲
✲
µ
µ′
pi × pi pi
(ou´ on a note´ par ∗−1 l’inverse et par µ, µ′ les produits des groupoides ). Il
re´sulte le fait que pi est un morphisme des groupoides de Lie.
Le fait que l’inversion du groupoide Γ est une isome´trie re´sulte de la
construction de me´trique de Γ . Pour que le groupoide Γ soit riemannien il
reste a` de´montrer que α est une submersion riemannienne .
Dans le premier diagramme ci-dessus, les α-fibres sont les projections des
pi-fibres. Soit γ ∈ Γ et V ∈ Tγ(γ) orthogonal a` la fibre de α qui contient
γ . Soit h ∈ H(F
1
T ), pi(h) = γ et W ∈ ThH(F
1
T ) orthogonal a` la pi-fibre,
qui se projette sur V et qui a la norme e´gale a` celle de V . En utilisant la
commutativite´ de la diagramme conside´re´e, il re´sulte que W est orthogonal
a` la p1 - fibre et se projette par p1∗ sur un vecteur W
′ de TzB
1
T , z = p1(h)
, qui a la meˆme norme que W . Mais W est aussi orthogonal a` la fibre de
p et il se projette par p1∗ sur un vecteur W
′ ∈ TzB
1
T , z = p1(h) , qui a la
meˆme norme que W . Mais W ′ est aussi orthogonal a` la fibre de p et il se
projette par p∗ sur le vecteur p∗ ◦ p1∗(W ) = α∗ ◦ pi∗(W ) = α∗(V ) qui a la
meˆme norme que V . Donc α est une submersion riemannienne.(Q.e.d.)
Note. L’auteur remercie M. le Professeur Gilbert Hector de la patience
manifeste´ durant l’initiation a` l’e´tude des Groupoides Riemanniens et d’avoir
indique´ ce proble`me et M. le Professeur Mircea Puta pour les conversations
tre´s utiles sur ce sujet.
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